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Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit soll es sein, einen 
Beitrag zur Lösung des Normalenproblems einer Fläche zweiten 
Grades zu liefern. Die vielfachen früheren Bearbeitungen lassen 
es angezeigt erscheinen, einen kurzen Überblick über die bis- 
herigen Ergebnisse zu werfen, soweit diese für das folgende 
in Betracht kommen. | 

Das Problem der sechs Normalen, die man von einem 
Punkte auf eine Fläche zweiten Grades fällen kann, ist in ein- 
gehender Weise untersucht worden. Chasles!) findet durch 
geometrische Betrachtung, daß die Fußpunkte der sechs Normalen 
‚von einer Raumkurve dritter Ordnung ausgeschnitten werden. 
Diese liegt auf einem Kegel zweiten Grades, der den Punkt 
zum Scheitel und außer den sechs Normalen den Strahl nach dem 
Flächenmittelpunkt, das Lot auf die Polarebene des Scheitels 
und die Parallelen zu den Hauptachsen zu Erzeugenden hat. 
Dasselbe Ergebnis findet sich auch bei Steiner?). In analytischer 
Weise haben sich hauptsächlich Clebsch und Joachimsthal 
mit diesem Problem beschäftigt. Clebsch?) betrachtet -das 
Problemin projektiver Verallgemeinerung. Er untersuchtbesonders 
dieZentrafläche zwölfter Ordnung mit ihren Doppel- und Rückkehr- 
kurven. Joachimsthal?) betrachtet die Zahl der reellen Normalen, 
die man noch von den Punkten einer gegebenen Normalen auf 
die Fläche fällen kann. Es lassen sich von einem Punkte sechs, 
vier oder zwei reelle Normalen ziehen, je nachdem er innerhalb 
der beiden Mäntel der Zentrafläche, oder innerhalb des einen 
und außerhalb des andern, oder außerhalb beider liegt. 

Ein Thema weiterer Betrachtungen bildet die Regelfläche, 
welche von den Normalen in den Punkten eines ebenen Schnittes 


I) Chasles, Journ. de math. 1838, p. 433. 

2) Steiner, Journ. für Math. 49, 1854, p. 346 = Werke II, p. 636. 
8), Clebsch, Journ. für Math. 62, 1863, p. 64. 

4) Joachimsthal, Journ. für Math. 59, 1861, p. 111. 


am 
einer Fläche zweiten Grades gebildet wird. Hierzu bemerkte 
Chaslest), daß sich auf der erzeugten Regelfläche vierter Ordnung 
ein System von Kegelschnitten befinde. Diese liegen in den 
Hauptebenen der Flächen, welche die gegebene Fläche längs 
des ebenen Schnittes berühren, und sind polarreziprok bezüglich 
des Fokalkegelschnittes zu dem Kegelschnitt, den der Tangential- 
kegel längs des ebenen Schnittes auf der betreffenden Haupt- 
ebene ausschneidet. Die Normalen der Fläche zweiten Grades, 
welche von den Punkten einer Geraden ausgehen, bilden eine 
Regelfläche achter Ordnung, welche die gegebene Gerade 
sechsfach enthält. Die Normalenfußpunkte bilden eine Kurve 
vierter Ordnung. Zerfällt diese in zwei Kegelschnitte, so zerfällt 
die Normalenfläche in zwei Flächen vierter Ordnung mit dreifacher 
Geraden. Der Kegelschnitt. liegt so, daß die zwei in seiner 
Ebene liegenden Normalen sich wieder auf ihm schneiden. Es 
gibt auf ihm Tripel von Punkten, deren Normalen sich auf der drei- 
fachen Geraden schneiden?). In neuester Zeit betrachtet Rohn?) 
diesen Fall analytisch, ausgehend von der Frage nach Punkte- 
tripeln auf einer Fläche zweiten Grades, deren Normalen sich 
ineinem Punkte schneiden. Die Ebenen durch drei solche Punkte 
umhüllen eine Fläche vierter Klasse. Die Flächen, die vier vor- 
gegebene von einem Punkte ausgehende Strahlen zu Normalen 
haben, bilden vier Scharen ähnlicher Flächen, die so zusammen- 
gehören, daß sie auch die beiden übrigen von dem Punkte 
ausgehenden Normalen gemeinsam haben. 

In der folgenden Arbeit soll die Aufmerksamkeit zunächst 
auf die Bestimmung der Fußpunkte der sechs von einem Punkte 
ausgehenden Normalen gerichtet werden. Diese Bestimmung 
erfolgt einmal mit Hilfe der schon erwähnten Raumkurve dritter 
Ordnung und dann mit Hilfe von Fußpunktkürven auf den 
Schnittkurven paralleler Ebenen und konzentrischer Kugelscharen 
mit der gegebenen Fläche. Insbesondere wird die Fußpunkt- 
kurve auf den Erzeugenden des einschaligen Hyperboloids be- 
trachtet, die eine rationale Raumkurve vierter Ordnung ist. Es 
folgen Untersuchungen über den Ort eines Punktes, in dem sich 


1) Chasles, Par. C.R. 54, 1862, p. 318. 
?) Mannheim, Par. C.R. 78, 1874, p. 633. 
®) Rohn, Leipziger Berichte 1918, p. 55. 
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die Normalen in drei oder vier vorgegebenen Punkten einer 
durch diese Punkte gehenden Fläche zweiten Grades schneiden. 
Zum Schluß wird die Frage nach den Ebenen erörtert, auf deren 
Schnittkurve mit einem Kegel zweiten Grades sich Punktetripel 
bestimmen lassen, sodaß die zugehörigen Normalen sich in den 
Punkten einer Geraden schneiden. 


$ 1. Die Raumkurve dritter Ordnung Rs; durch die Fuß- 
punkte der sechs Normalen, die von einem festen Punkte an 
die Fläche zweiten Grades gehen. 


Als Fläche zweiten Grades sei ein Ellipsoid mit einem 
Mantel gegeben durch die Gleichung: 
y? 


x” 22 
mtata 


Wir wählen nun einen beliebigen Punkt des Raumes P, (x, % 2,) 
sowie eine beliebige Ebene: ux-vy+ wz-+-L=0 und fragen, 
wann die konjugiert rechtwinklige Polare dieser Ebene durch 
den Punkt ?, hindurchgeht. Die Polare enthält den Pol der 
Ebene, und weil sie normal zur Ebene sein soll, so folgt: 


u=—o(au+%,), v—=—o(b’v+Yy,), Ew— oe(w+2 2,)) 
oder: 

EL re 046 el 

an 1-+oa? ‘ ‚1+0b? Re l+oc? 


Die Ebenen, deren konjugiert rechtwinklige Polaren durch” 
einen festen Punkt gehen, umhüllen eine Raumkurve dritter 
Ordnung. Es gibt sechs ihrer Schmiegungsebenen, welche 
"Tangentialebenen des Ellipsoids sind. Sie berühren in den 
Fußpunkten der sechs Normalen von P, auf die Fläche. Der 
Pol einer solchen Schmiegungsebene hat die Koordinaten: 


Ber Pu RE 0Yob? ER Ta 
EFT. lb obar ERDIEmTE 
Die Pole bilden daher eine Raumkurve dritter Ordnung R,, 
welche die gegebene Fläche in den Fußpunkten der sechs 
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Normalen aus P,'schneidet. Die Kurve geht durch den Punkt P, 
selbst (o—=&), durch den Mittelpunkt des Ellipsoids (e—=0), 
sowie durch die unendlich fernen Punkte der drei Hauptachsen 


(e=-, Be s Ihre Asymptoten sind also die Parallelen 
durch PA,!). Sie ist zugleich der Ort der Fußpunkte der Lote, 
die man von P, auf alle zur gegebenen Fläche konzentrischen 
und ähnlichen Flächen zweiten Grades fällen kann. Die 
Mantellinien des Kegels, der die Raumkurve dritter Ordnung 
aus dem Punkte P, projiziert, sind senkrecht zu ihren konjugierten 


Polaren. Ein Strahl durch P, ist: » 
2=%,+0 Cosa,  y=Yy-to cosß, ’. 22,70 ca 


Die Richtungscosinus des konjugierten Strahles sind daher 
proportional: 


a? (y, C0Sy—2, cos ß) : b?(z, cos Sa— Lo cosy) : c?(x, cos ß—Y, COS a). 


Die Orthogonalitätsbedingung liefert die Gleichung: desto 
kegels aus P.: 


%o( (b’—c?) (y- Yo) (2-2) % (a? — .c?) (0—%,) (?—2,) 

+2, (a — 5°) (&—%) (y-Y) =). 
Er enthält die Parallelen zu den Achsen der Fläche, den bezüg- 
lichen Durchmesser und das Lot auf die Polarebene von P,, 
sowie die Normalen der drei zur gegebenen Fläche one | 
Flächen durch P,. Er ist der gleiche für eine Schar konfokaler 
Flächen und erleidet nur eine Parallelverschiebung, wenn P, auf 
dem bezüglichen Durchmesser fortwandert?). | 
Die Projektion der Raumkurve auf-eine der Koordinaten- 
ebenen ergibt sich folgendermaßen. Ist P der Fußpunkt eines 
Lotes von P, auf die Fläche, so ist PP, allgemeine Normale 
aller Schnitte durch P, insbesondere des Schnittes parallel zu 
einer Hauptebene. Nimmt man z.B. alle Schnitte parallel zur 
xy-Ebene, und ist. P.P, allgemeine Normale eines solchen Schnittess, 
so ist P'P5) Nomale von s‘, wenn P’, P% in s' „die Projektionen 


auf die zy-Ebene sind. Auf der Ellipse — a —=0 werden 


t) Vgl. Steiner, Journ. für Math. 1854, p 346 — Werke II, p. 636. 
®) Vgl. Steiner, a. a. O. und Chasles, Journ. de math. 1838, p. 433. 
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die Punkte, deren Normalen durch P, gehen, von der Hyperbel 
ausgeschnitten. Re ST) Tr a 
Diese Gleichung gilt aber auch für die Projektionen aller 
Parallelschnitte zur xy-Ebene; sie ist also die Gleichung des 
Projektionszylinders der Raumkurve dritter Ordnung auf die 
&y-Ebene. Entsprechend erhält man die Projektionen der 
Raumkurve auf die beiden anderen Koordinatenebenen: 


y2e(®— ce) +y2,®—2y,0?’—0 
x2(a?—c?) + 22,0 —-2%,0—=0. 


Die Kurve wird endlich vom Mittelpunkt des Ellipsoides aus 
projiziert durch einen Kegeel K: 

2, yza?(b?’— e)—y,zeb!(a—e?) +2,2yc(a—b)—0. 
Dieser Kegel ändert sich nicht, wenn P, sich auf einem Durch- 
messer bewegt. Die Fulpunkte der Lote aus den Punkten eines 
Durchmessers auf das Ellipsoid liegen daher auf der Kurve 
vierter Ordnung, die dieser Kegel auf ihm ausschneidet. DaK 
die drei Achsen des Ellipsoids als Erzeugende enthält, so liegen 
. Ihre sechs Endpunkte . auf jener Raumkurve vierter Ordnung. 

' Legt man durch die y-Achse und P, eine Ebene, sodann durch 
die y-Achse die dazu senkrechte Ebene und bestimmt zu der 
letzteren die konjugierte Ebene in bezug auf das Kreis- 
ebenenpaar durch die %-Achse, so berührt diese Ebene K. 
Denn es ist 22, - 22, —Vdie Ebene durch‘ P,, und 2x, +22, =0 
die dazu senkrechte Ebene, ferner das Kreisebenenpaar: 
x2c?(a?— b?)— 22a? (b?—c?)—=0. Die Polarebene von (—2, %) 
er 2, (a? —b°) + zx,0a?(?— ec) =. 
Sie ist zugleich die Tangentialebene an den Kegel längs der 
y-Achse. 

Liegt P, in der &2-Ebene, so zerfällt die Raumkurve dritter 
Ordnung in eine gleichseitige Hyperbel in dieser Ebene und in 
die Gerade: az, c?2, 


Na n zz=—_—— = 
a?--b?’ b?— ce? 


Von den sechs Normalen durch P, fallen vier in die x2-Ebene, die 
Fußpunkte der beiden andern liegen auf der vorstehenden Geraden. 


Er 
Die Parameter der sechs Normalenfußpunkte ergeben sich 
als die Wurzeln der Gleichung: 
) 2a?r 2 o?b?y. 02122, 
Goa)? "L+ob® "A Foes® 


Die Parameter der drei Schnittpunkte der Polarebene des 
Punktes P, mit der Kurve ergeben sich aus: 


H(o)= —1—D: 


‚2 
ex, eY 02%, 
en ı.. 
I-+oa? " 1+0b? a 1+0c? 


Die unendlich fernen Punkte der Kurve sind: 
%o)=(l+ead)(l+odY)(l+oc)—=0. 


Das Flächenbündel Hfzyz)—»Il(zyz)=0 schneidet nun die 
Kurve R, in einem Büschel von Sextupeln, dem. insbesondere 
das Se : 5 
van SE y 2 | 
AO MO) —e |Foase + tes "rel 

angehört. Dieses besteht aus den beiden Punkten O(e=0) 
und MP, (o=») sowie vier weiteren Punkten, in denen die Kurven- 
tangente zur Polarebene von P, parallel ist. Denn die Richtungs- 
cosinus der Tangente in einem solchen Punkt sind proportional 


et sodaß sie zur Polarebene von P, parallel sind, wenn 


SEN de’ 
2 de vdy m de _dN_, 
a? do ' b2 do ed. dere 


oje 


Nun stimmt dieser Ausdruck mit dem Klammerausdruck der 
vorigen Gleichung überein. Hiernach ergibt sich die Gleichung 


der sechs Fußpunkte in der Form: 


dl 
Ho=1le-27, =). 


Die sechs Fußpunkte genügen daher auch der Gleichung: 


he u RL % ee EN | % Me. nn 
de (ee 1+00%.  ‘14+eb? "Io 
Befreit man die Ausdrücke //(o) und H(o) von ihren Nennern 


und schreibt: H(0)9°(0)=n(0) und IKo)dY(o)=nr(o), 


ee are 
so erhält das Büschel von Sextupeln die Gleichung: 


n(o)-vdlo)a(e)—=0, 
und es ist speziell: 5: 
n(e)-o)r()=E—-eLle), 
wobei Z(o)=0 die vier Punkte darstellt, deren Tangenten der 
Polarebene parallel sind. Nun bilden alle zur Polarebene parallelen 
Ebenen ein Büschel, das die R, in einem Büschel von Punkte- 
tripeln schneidet, dem die Tripel z(o)=0 und #l(eo)=0 an- 
gehören. Dieser Büschel enthält vier Tripel «mit Doppel- 


punkt; für diese Doppelpunkte muß die Funktionaldeterminante 
[7, ae U verschwinden. Demgemäß läßt sich 
... Iqa9a. 99099 Bu 

die Gleichung der sechs Fußpunkte auch schreiben: 


n(le)=rle)d(e)—e |d a ar = x(0)9o) —3 0 [r, 9] = 0. 


$ 2. Die Fußpunktkurven der Lote auf Schnitten paralleler 
Ebenen und konzentrischer Kugelscharen. 


Die Fläche zweiten Grades werde von einer Schar paralleler 
Ebenen geschnitten. Vom Punkte P, werden nun die Lote auf 
jeden ‘der so entstandenen Kegelschnitte gefällt. Die Gesamt- 
heit der Fußpunkte liefert die gesuchte Kurve. Ist s ein Kegeel- 
schnitt der Fläche und Pein Punkt auf ihm, dessen Normalebene 
durch P, geht, so enthält die Normalebene auch die Flächen- 
normale im Punkte P und steht auf der Ebene 2 des Kegel- 

 sehnittes senkrecht. Hat letztere die Richtungscosinus a:ß:y, 
so ist die Bedingung, daß P.P,, die Flächennormale in P und die 
‚Richtung a:ß:y einer Ebene angehören: 


°—-% Y,Y% 27% 


X Y 
a? ERREOEN 
a pP ve 


oder is: 
xyy c?(@®— b?) — zz ßb?(a?— c?)+ yzaa?(b?’— c?) 
+ a?x,(Pb?z—yc?y) — b?y,(aa?z—y.c?x) + c?2,(aa®y—Bb’x) —=0. 
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Diese Fläche zweiten Grades schneidet auf dem Ellipspid die 
Fußpunktkurve auf der Schar paralleler Schnitte aus. 

Sind die Ebenen insbesondere einer der Koordinatenebenen 
parallel, so erhält man die schon früher ängegeebenen Projektions- 
zylinder der Raumkurve dritter Ordnung. Die Fußpunktkurven der 
Kreisscharen ergeben sich für a=cy a?-b?, P=0, y=+ ayb2-c:: 


—2y.c (a?-b?)m —- yza(b?—-c?) +acy(ax,m-cz,) + b?’y,(a2z- ccm) =), 
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Eine konzentrische Kügelschar schneidet auf der Fläche 
zweiten Grades Kurven vierter Ordnung-aus. Man kann wieder 
nach der Kurve solcher Punkte fragen, deren Normalebene 
durch P, geht. Diese Fußpunktkurve hat somit die Eigenschaft, 
daß die Flächennormalen in ihren Punkten die Gerade P,P, treffen, 
wenn P, der Mittelpunkt der konzentrischen Kugeln ist. Ist P 
ein Punkt der Kurve, so liegen die Flächennormale in P, der 
Radius P,P sowie P,P, in einer Ebene. Die gesuchte Fuß- 
punktkurve wird daher ausgeschnitten von der Fläche: 


mbie Ya202,.20r02 
Ey ae |=I, 

Da NM 
yo? (a —b°) (2, —2,) — z2b° (are?) (Yı-%) + YzaR (d’- ec) (=) 
+22 (ya - EN) YA oA) Ft 2b Yu). 
Die Schnittkurve vierter Ordnung‘ dieser Fläche mit der 
gegebenen ist der Ort aller Punkte, deren Flächennormalen die 
Gerade P,P, treffen. Diese Normalen bilden eine Regelfläche 
achter Ordnung, welche die Gerade P,P, zur sechsfachen Geraden 
hat!). In jeder Ebene durch A,P, liegen zwei Normalen. Ins- 


besondere stellt die Kurve vierter Ordnung, welche von der 
Kegelfläche 


xy2, (a? — b)—x2y,b°(a’—c”) + y2zx,a?(b?’— c?)—=0 


ausgeschnitten wird, den Ort der Punkte dar, deren Flächen- 
normale den Durchmesser OP, trifft, wie schon früher gezeigt-war. 


I) Chasles, Par. C. R. 1862, p.318; Mannheim, Par. C.R. 1874, p. 633. 


Liegen speziell ?, und P, in einer Hauptebene, z. B. in der 
xy-Ebene, so liegen die Normalenfußpunkte teils in dieser Ebene, 
teils in der Ebene: 


wb? Ufen c?) Y%- Yı) SR ya? (DB er), — %,) Fur D> (%Yı — Yo) Zu 
Diese Ebene ist auch folgendermaßen bestimmt. Der Fokal- 
kegelschnitt 7’ des Ellipsoids in der xy-Ebene hat die Gleichung: 
2? y? ; 
wet m an 
Der Pol der Geraden P,P, bezüglich F' hat die Koordinaten: 
ee ale c?) W%-—Yı) » y= er c?) &- %,) 
Lo Yı 7 Yo Ya Yozı 
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Seine Polarebene bezüglich des Ellipsoids liefert die obige 
Gleichung. Von den Fußpunkten der sechs Normalen aus P, 
liegen vier in der &y-Ebene, die beiden anderen in jener Ebene. 
Da sie von der Lage des Punktes P, unabhängig sein müssen, 
so folgt, daß sie auf der Geraden: 


x (a’— c?) ea a?x, == 0, | Yy (b?— er) = b?y, — al) 


liegen. Die Regelfläche der Normalen, welche die Gerade P,P, 
in der xy-Ebene treffen, ist von der vierten Ordnung. Die 
Gerade P,P, ist Doppelgerade auf ihr. Die Gleichung der 
Fläche wird alsbald aufgestellt werden. | 
Aus dem obigen ergibt sich noch. das folgende: Es gibt 
acht Normalen, welche zwei vorgegebene Geraden g, und 9, 
treffen; ihre Fußpunkte sind acht syzygetische Punkte, d. h. acht 
Schnittpunkte dreier Flächen zweiten Grades. Schneiden sich 9, 
und 9, im Punkte P,, so findet man weiter das Resultat: Die 
Fußpunkte der sechs Lote aus P, werden zu einer syzygetischen 
Gruppe ergänzt von jedem Punktepaar der Fläche, dessen Ver- 
bindungslinie mit P, eine Ebene bestimmt, die auf der konju- 
gierten Polaren der Verbindungslinie senkrecht steht. Insbesondere 
bilden die Fußpunkte der sechs Lote aus P, eine syzygetische 
Gruppe zusammen mit den Endpunkten eines jeden Durchmessers, 
dessen konjugierte Diametralebene senkrecht steht anf der Ver- 
bindungsebene des Durchmessers mit dem Punkte P.,. 
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Die Gleichung der erwähnten Regelfläche vierter Ordnung, 
welche von den Normalen des Ellipsoids in den Punkten eines 
'achsenparallelen Schnittes gebildet wird, gewinnt man wie folgt: 


Das Ellipsoid f'= = == = En = —1=0 werde mit der Ebene 
E=uxc+vy+1=0 geschnitten. Dann hat die Fläche der in 
den Punkten der Schnittkurve errichteten Normalen die Gerade: 


D= a?ux (b?— c?) + b?vy (a?— c?) + (a?— c?) (?’— c) —0 


in der xy-Ebene zur Doppelgeraden. Ein Punkt P auf der 
Normalen, des Ellipsoids im Punkte P, hat die Koordinaten: 


® 
Da nun P, auf der Fläche F und der Ebene E liegt, so folgt aus 


Aerege b?y? 2 Ne 
WEgrpteretern tn 
und 
b? 
E(o)= Pen AR Pe +1=0, 


daß der Punkt P auf dem Kegelschnitt liegt, den die Ebene E(e) 
aus der Fläche Fo) ausschneidet. Die Schar der Ebenen Ee) 
umhüllt einen Zylinder zweiten Grades 


(aux +b?vy+a?+b2)?— 4a?b?’(uc+vy+1)=0, 


der die Ebenen E=0, D=0 sowie die unendlich ferne Ebene 
berührt. Auf der zu untersuchenden Normalenfläche gibt es also 
ein System von Kegelschnitten!), welches von den Tangential- 
ebenen dieses Zylinders ausgeschnitten wird. In jeder dieser 
Ebenen liegen außerdem zwei Erzeugende der Fläche. Ihre 
Fußpunkte sind die Schnittpunkte der Fläche Z' mit der Schnitt- 
geraden von E=0 und E(o)=0. Sie haben die Koordinaten: 


BEREIT, a RD ED, 
97 Qu(e29 y Ta D)' 
Zul]. 10.320 (b’+0)° 


t) Chasles, Journ, de math. 1843, p.215; vgl. KUCHEN Journ. für Math. 35, 
1847, p. 103 —= Werke I, p. 459. 
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Die beiden Erzeugenden in ZE(o) werden ausgeschnitten durch 
ein Ebenenpaar: DET 
Diese Gleichung wird erfüllt durch die Koordinaten des Punktes P', 
sodaß die Gleichung des Ebenenpaares lautet: 

1972.27) 727 0% 
Die Gleichung der Ebene E(e) schreiben wir: 

E(o) =a?b? (ux +vy+1)+o(atux Fe DPoy+ta’+ b2)+0?—=0 
oder abgekürzt: A+oB+o!=0. 
Mit Hilfe dieser Ausdrücke läßt sich die Gleichung der Ebene D 
schreiben: D=4A-Bercd—0, 
Weiter ist aber: Dar oma get ch, 
sodaß die Gleichung des Ebenenpaares die Form annimmt: 
cr22 (+ 0o)’— 2'?D?—=0. 

Aus dieser Gleichung und A+oB+0— 0 ergibt sich durch 


Elimination von o die Gleichung der gesuchten Normalenfläche. 
Dazu schreiben wir z’? in der Form: 


(a2- c2)? (b>— DAR (e24 0) ? a?-c?+ 9 re) 


| 
er au: 5202 IE 292 


und setzen u=c?-+o. Aus den beiden Gleichungen: 
D+uB-2)+W=D+u0+u0=0, 


c22? (a? — b2)? u2— D? (e-9°- (a?— c?)? w er 


a?u? : b?v? 
(a )+n , 2Ö-N)+u_ , 
a = 


ist u zu eliminieren. Multipliziert man die erste Gleichung mit 


und addiert sie zur zweiten, so 


a?u? b?v? 


D \(a— 2° — (ce?) we 


kommt: 


2.62 2 (bh? e2 
22 (a2)? u+ D® re ER u 
a?— e)2 b?—_ ce)? 

— D(G-+u) Ä ee + -e-]=0, 


I ae 


D (a2-c)? BE @-39:]\ 


u c?(a?- y3224De (I 1 . B 


a?u? b?v DE 
(ac? 2 (b?-c c?)? (a2—c?)? (b2— ce)? 
+DleD a (age ]\=0 
Schreibt man das zur Abkürzung: 
uK+DH=0, 


so ergibt sich schließlich die Gleichung der Normalenfläche in 
der Form: K:_HG@K+DM—0, 
oder weil H=aD—-Pß@G und K=yD?— BD-+ de?: 
K?+(aD—- BG) (aD?—-yD?G- öGE)—0. 

Außer der Doppelgeraden z=0, D=0 besitzt die Regelfläche 
vierter Ordnung noch einen Doppelkegelschnitt in der Ebene 
H=0, welcher von dem Zylinder X=0 ausgeschnitten wird, 
dem auch die Doppelgerade als Erzeugende angehört. 

aD? — yD?@ — 62?G = 0 ist die Gleichung einer Regelfläche 
dritter Ordnung, welche D=0, z—=0 als Doppelgerade und die 


unendlich ferne Gerade in @—=0 zur einfachen Leitgeraden hat. 
Alle ihre Erzeugenden sind daher zur Ebene G=0 parallel. 


$ 3. Die Fußpunktkurven auf den Erzeugenden des ein- 
schaligen Hyperboloides. 
Für das einschalige Hyperboloid: 


2: Y* 2? 


ee 
hat man die a 
| “«A+l1l u Rn. 
DU BRES UT age ee 


wobei x — konst. und A—=konst. die beiden Scharen von Er- 
zeugenden sind. Die Richtungscosinus einer Erzeugenden x sind 
daher proportional: 


ae —1):2dx:c@+Hl), | \ 


| — 11 — 
» + 
während die Richtungscosinus einer Erzeugenden 4 proportional 


sind: a(R—1):—2541:c(A?-+1). 


Fällt man vom Punkte P, das-Lot P,P auf die Erzeugende x, 
so gilt für den Fußpunkt P die Gleichung: 


(—2,)a a —1)+(y-y)2bx+(2—2)c@’+l)=0. 


Daraus folgt weiter: 


[a +) @+M]a@—1)-[b(&—)+Y (x +4)]2 5x 
+[e(#A—1)— 2, (x + A)]ce(#?+1)=0, 


oder wenn man die Glieder mit dem Faktor A zusammenfaßt: 


1 [(a? + c) x°— (ax, + cz) + (26° +0’—a?— 25by,)x+ax,— c2,] 
— (0%,+ 62.) #’— (26°+ c?—a’+ 2by,) x’+ (aX,—C2,) #—-(a’+ c)—=0. 


Dies ist die Parametergleichung der gesuchten Fußpunktkurve 
auf der ersten Schar von Erzeugenden. Durch Vertauschung 
von x mit A und b mit —b ergibt sich die Parametergleichung 
der Fußpunktkurve auf der andern Schar von Erzeugenden: 


x Ka? +c)R— (ax, +c2)4+(2b’+c?-a? +25by,)A+az,— c2,] 
— (ax, + 02,) A®— (2 6? + c?-a?- 2 by,) A?+(ax,—c2,) A- (a? +c2) —0. 


Diese beiden Kurven bezeichnen wir mit Ri und Ri. Aus der 
Form ihrer Gleichung erkennt man, daß es rationale Raumkurven 
vierter Ordnung zweiter Art sind. Die Kurve R/ hat die Er- 
zeugenden A zu Trisekanten, während die Erzeugenden x nur 
einmal geschnitten werden. Die beiden Kurven R/ und R; 
schneiden sich in den Fußpunkten der sechs Normalen von P, 
auf das Hyperboloid. Außerdem haben sie die vier Schnitt- 
punkte mit der unendlich fernen Ebene gemein. Die Gleichung 
dieser vier Punkte ist: 


(a? + c)x?+2(25°+0’—a’)x?+ (a? +c)=0, 
(a+c)1+2(25? + —aN) A +(a +c)—=0; 


resp. 


es sind dies die Schnittpunkte des Hyperboloides mit dem 
imaginären Kugelkreis im Unendlichen. 
Pahner. 2 


SED A 


Die Gleichungen der Fußpunktkurven schreiben‘ wir in 
der Form: 
Ri: Alla + c)r?+20°+ 0?—a?) —|(25°+c?—-aN)x?+a?+ ec} 
— (x +4) [(ax, + 62,) 2? + 2 by x — (a, — C2,)) = 0 
X: Alla +c9)A?+20°+c?— a?) —[(26?+c?—a?) A? +a?+ c?] 
— (2 +4) [(ax, + €2,) 4? — 2 byyA — (0a, — C2,)) =. 


Der erste Teil beider Gleichungen stellt gleich Null gesetzt die 
Fußpunktkurve des Mittelpunkts des Hyperboloids dar; der 
zweite Teil zerfällt in den unendlich fernen Kegelschnitt und 
die beiden Erzeugenden, die zu dem Durchmesser durch P, 
senkrecht stehen. Legt man durch ihn eine Ebene senkrecht 
zu einer dieser Erzeugenden, so liegt ihr Schnittpunkt auf der 
Fußpunktkurve des Mittelpunkts. 

Subtrahiert man die Gleichung der %&% von der Gleichung 
der R/, so kommt nach Abtrennung de® Faktors x-+4: 


(#—4) [(a?+c?) »A-(2 b?+c?-a?)] -(x+4) [(aXx,+e2,) (#-A)+2by,]—=0. 


Das ist die Gleichung einer Kurve vierter Ordnung vom Ge- 
schlecht 1. Sie werde mit &, bezeichnet. Die Kurven Ri, Ri 
und Ö, gehen durch die Fußpunkte der sechs Normalen aus P,. 
Ri und Ri schneiden sich außerdem in vier Punkten des imagi- 
nären Kugelkreises im Unendlichen. Ri und $,, ebenso Ry und $, 
haben noch je zwei. weitere Punkte gemeinsam. Es ist aber: 


re 2aC a 2aCYy „er en 
C— 42 CE — 42 cx— a2 
Die Kurve $, liegt daher auf der Fläche: 
3% es y[(a? + ec?) (ex + a2)— (2b?+ e—a?) (cx— az)] 
= 2ac |(ax, + c2,) ie 2by,(ex— a2)| —.d 
oder: b | 


x zZ x € 
7 |®-9Z-@ +9 +am+en|-du(G-2)=0. 


Dies ist ein Paraboloid, das erzeugt werden kann durch die 


prejektiven Ebenenbüschel: i 
3.2 IE 2 2 2 7 Fr} ee a 
(b a?) — (b te) tat 6% (7 = 0, 


ey—b’y, =. 


BAR EEE 


Multipliziert man hingegen die Gleichung von RX mit x?, die 
Gleichung von R; mit A? und subtrahiert, so kommt nach Ab- 
trennung des Faktors x +4: 


(u A [(@b>+ c>-a2)2R—(a?+c2)]+(#+M)[2by,xA+la.—c2,)(#-M)]=0. 


Dies ist die Gleichung einer Kurve vierter Ordnung vom Ge- 
schlecht 1; sie werde mit 7, bezeichnet. Die Kurve liegt auf 
dem Paraboloid: 

! q x z 

ll a) — +(b?+ ae lt) 
Die sechs Normalenfußpunkte sind die gemeinsamen Schnittpunkte 
der Kurven R4, ki, S, und T7,. Sie liegen daher auch auf den 
Zylindern: 
re ayl®—ar)—b>y, + yarz, = 0, 
ye(®’ +) — 2b’, —yez,—0, 
welche durch die Schnittkurve der beiden Paraboloide gehen. 
Diese beiden Zylinder enthalten die unendlich ferne Gerade in der 
Ebene y=0 und schneiden sich außerdem in der zu Anfang 
abgeleiteten Raumkurve dritter Ordnung R,. 


Man kann sich nun die Frage stellen, in welchem Falle die 
rationale Raumkurve vierter Ordnung zerfällt. Da sie von der 
zweiten Art ist und durch die Schnittpunkte des im Unendlichen 
liegenden imaginären Kugelkreises mit dem Hyperboloid geht, 
kann sie in reeller Weise nur in einen Kreisschnitt und zwei 
konjugiert imaginäre Erzeugende durch die gemeinsamen Punkte 
der Kreisschnitte der anderen Schar zerfallen. Zur Beantwortung 
der Frage bestimmen wir zunächst die Fläche, welche von den 
Normalebenen zu den Erzeugenden in den Punkten eines ebenen 
Schnittes gebildet wird. Wenn es möglich ist, die Schnittkurve 
so zu wählen, daß die Normalebenen einen Kegel zweiten Grades 
umhüllen, so haben wir es mit einer zerfallenden Fußpunkt- 


kurve zu tun. 
Auf dem Hyperboloid wird durch = a. ein Kegelschnitt 
bestimmt, dessen Ebene E die Gleichung hat: 


+ La+)+ + +I-a—0. 
9%* 


EN YHITEN 


In jedem Punkte dieses Kegelschnittes werde die Normalebene 
zu der durchgehenden Erzeugenden x konstruiert, Die Gleichung 
der Normalebene von x im Punkte (x, A) ist: 

“A-1 
+4 


“A-+l 
(2. 


— )a®-1) Y (vH 7) 20x + (ee 


\e@®+1) == 
Setzt man den Wert von 4 ein, so erhält man: 
(ax + c2)y—(a?-+c?)a] 
+x?[(ax + c2)(a+9)+2byy—(a+c?)ß+(20°”+ e*—a*)y] 
+x?[(ax + ez) B—-(ax—cz)y+2by(a+ö)+(2b’+c?—a?)(ö—a)] 
+»[-(a2—c2)(a+8) + 2byB+(@ + )y—(@b’+e—a®)P] 
— (ar —cz)ß+ (a +c)d—=0. 
Die Normalebenen umhüllen also eine Raumkurve vierter Klasse, 
welche die unendlich ferne Ebene zur Doppelschmiegungsebene 
hat für die beiden Wurzelwerte: O=x +1 =yr’+(a+ö)x-+P. 
Setzt man zur Abkürzung: 
pt, ard=e,Y+rBe2,0 ne, 
so nimmt die obige Gleichung die Gestalt an: 
ax (#—1)+2byx+c2(@’+1)][e, ®—D)+2&,x+e,(x?+1)] 
a1) [He Dr2ar] 
+25b?’x[e, (a +1) +e,(@’—1)+2e,r] 
++), +d)—e,—1)+2e,r)—0. 
Benutzt man noch zur Abkürzung die Ausdrücke: 
| lt, +1=[|, 2X=—=Ul, 
wobei also B_e—me 
so erhält man für die Koordinaten der Normalebene die Werte: 
u=all,t+e,m+e,lu,, 
v,=bnm[et+e,m-+e,lu,, 
w=clje.t+e,m+elu,, 
w=—aRtle,I—e,t+e,m]+b?m[e,I+ e,t+e,m]+ c?[[e,I—e,t-+e,m]. 
Die Elimination von F, lund m aus den drei ersten Gleichungen 
liefert das Resultat: | 


BE 7 6 he 


Die Normalebenen berühren also in der unendlich fernen 
Ebene den Kegelschnitt F\, welchen dort der Normalkegel 
zum Asymptotenkegel ausschneidet. Weiter ist aber 


aa mgf 

ESDENS C 
Setzt man die Werte in die vierte Gleichung ein, so erhält man 
die Gleichung einer Fläche zweiter Klasse: 
F,: abce, (ut +u} +u})+e u,u,a (b?+c)— e,u, u,b (a?’+ ce?) 

— 6, U, U, c (a? —b?) —u, [abe,u,+ace,us+bce u)=0. 
' Die Fläche F, berührt die unendlich ferne Ebene im Punkte: 
bce + ace,u, +abe,u, —0, 

d.h. im Pole der Ebene E bezüglich des unendlich fernen 
Kugelkreises. 

Aus dem Gesagten geht hervor, daß die abwickelbare 
Fläche der Normalebenen die unendlich ferne Ebene zur Doppel- 
tangentialebene hat; man hat es also mit dem dualen Fall zur 
Schnittkurve zweier Flächen zweiten Grades mit Doppelpunkt 
zu tun. 

Die Schnittebene E soll nun so gewählt werden, daß der 
in ihr liegende Kegelschnitt ein Teil der Fußpunktkurve der aus 
einem festen Punkt P auf die Erzeugenden x grefällten Lote ist, 
daß also alle Normalebenen der Erzeugenden x in ihren Schnitt- 
punkten mit E durch den Punkt P hindurchgehen. Dazu ist 
offenbar notwendig, daß seine Koordinaten der Gleichung der 
Normalebene für alle Werte von x Genügee leisten, d.h. die Koef- 
fizienten der Gleichung müssen einzeln verschwinden. 


v(ac+c2)—a(a+c)—=0, 

‚Bl-ax+e2) +5 +c)—=0, 

(ax + e2)(a+58)+2dyy +20 —-a(y ++ M)—0, 

(ax +02)(a+8)+28yB- 28 P+@®y+) +40, 
(ax+ez)B+(-ax+c2)y+2by(a+6)-2b°(a-5)+(a?-c?)(a-5)—=0. 
Durch Elimination von &, y und z folgt weiter, indem man die 
ersten drei Gleichungen mit der vierten bezw. fünften kombiniert: 
(02402) By(P’+9)+ (a +0) (aB*+ 37°) (a+0)4 (@B°+ 02-02) 2817" 
(a?+c2) [2 aß?y+ß?yö—dy?—aß (a+6)?] — (26’+c—a?)2aßy?—=0. 


Be re 


Aus diesen ergibt sich endlich die gesuchte Beziehung: 


(5 — By) (a+ö)v-P)—0. 


Wird y—ß=0 gesetzt, so liefert die erste der obigen Gleichungen 


das Resultat: ER E Vai 


2p = Vvere® 
Die Ebene E mub eine der reellen Kreisschnittebenen sein, da- 
mit die Normalebenen alle durch einen Punkt gehen 2), B+y=0 
und a+ö6=0 sagen aus, daß die Ebene. E einer imaginären 
Kreisschnittebene durch die z- resp. y-Achse parallel sein muß; 
sie liefern kein reelles Resultat. Aus «aö—ßy=0 folgt endlich, dab 
die Ebene Tangentialebene des Hyperboloides wird. Denn es ist: 


04a Py=(a+ (0) +7 (+B) 
= 0 (au + w— eu; - 1). 


Damit wird jedoch keine Lösung unserer Aufgabe erzielt. 
Die Normalebenen, die in den Punkten des Kreisschnittes: 


Ve bi -Vete+d —0 
zu den Erzeugenden x errichtet werden, gehen durch den Punkt: 


vezRyare „_dVe=® ,_-dyete 


für welche Werte die Koeffizienten der Potenzen von x in der 
Gleichung der Normalebene sämtlich verschwinden. Für sämt- 
liche Kreisschnitte dieser Schar liegen die Scheitel der Hüll- 
kegel auf einer Geraden &;: 


azx—- ya®-bya+ce—=0, ybyatca+zeya—b—=0. 


Stehen die Ebenen zu den Erzeugenden A normal, so umhüllen 
sie einen Kegel mit dem Scheitel: 


 Vezwyare „Ve B ).,) Tas 
a E 


’ naar ’ Kerr Ce 


1) Vgl. L. Vietoris, Sitzungsberichte der Wiener Akademie der Wissen- 
schaften, 125. Bd., Abt. Ila, p. 259. | 


EN HIER 
Sämtliche Scheitel liegen hier auf einer Geraden [;: 
ac+ya—byart+c—=0, byYyaz+car+tcya—-”—0. 


Benutzt man die Kreisschnitte der andern Schar: 


YyaZE-Z VB +0, 
so erhält man zwei Gerade k, und |.: 
ee are era, 
„aa -—ya-Wyate—0, ybya+te-cya——0. 


Man sieht, daß die Geraden k, und |, resp. k, und /, senkrecht 
stehen zu den Kereisschnittebenen und zwar jede senkrecht zu 
‚der ihr nicht zugehörigen Schar. 

k, schneidet das Hyperboloid in zwei Punkten, deren durch- 
gehende Erzeugende der Gleichung: 


Vve+®a®+1)-22xV@®—-b—=0 
(+2) +1) +2 (29 +c— a) 0 


genügen. Sie treffen also den unendlich fernen Kugelkreis und 
stehen auf der Geraden %k, senkrecht. 

Die Fußpunktkurve eines Punktes auf einer der vier Geraden 
zerfällt also in-einen Kreis und die zwei imaginären Erzeugenden, 
deren gemeinsame Sekante die betreffende Gerade ist. 

Durch den beliebigen Punkt P, lege man jetzt die gemein- 
same Sekante der Geraden k, und k,. Sie treffe k, im Punkte P, 
und k, im Punkte P,. P, ist der Schnittpunkt der Ebenen: 


1 


oder 


ac — ww—®0, ybw,+zcw, —=0, 


a lyobız, — 2,cw)— byw, a w,) + czw, (aX%, + w, w,) 


— WW, Wobw,— e2,%,); 
wenn gesetzt wird: 


w=ya?—b:, w=Yya?+e:. 
Daraus folgen die Koordinaten des Punktes P;: 


w, (ybw,— c2,W,) 1,09 Ybw— new). 


are u, by —= ca, = 
= Vu Ay + w, w . ax, + w, w, 


rg 93 
Es ergibt sich hieraus durch Vergleichung die Konstante: 


ENYOW EC, 
2 ART WW, 
Für den Punkt P, findet man entsprechend die Werte: 


= — uw, y,=— w, (Yobw; +2,CW,) 


3 Een ALC,— WW, 
ee (Yybw, + c2,W,) st Yobw; +02,W, 
2 AL — WW, 2 AL, — WW, 


Legt man durch die drei Punkte P,, P;, P, die Normalebenen zu 
den Erzeugenden einer Schar, so entstehen drei Fußpunktkurven, 
und zwar eine solche vierter Ordnung und zwei Kreise, deren 
Ebenen nicht parallel sind. Auf jeder Erzeugenden liegen drei 
Fußpunkte, die in einem konstanten Abstandsverhältnis- stehen. 
Teilt man die von zwei nichtparallelen Kreisschnitten auf 
den Erzeugenden einer Schar begrenzten Strecken in einem 
konstanten Verhältnis, so liegen die Teilpunkte auf einer Raum- 
kurve vierter Ordnung zweiter Art, welche die Fußpunktkurve 
der von einem Punkte P, auf die Erzeugenden gefällten Lote ist?). 
Sind die beiden Kreisebenen: 


VRR + Yate+d—0, 
und 


ZVP-P-VR+e+d—0, 


und das Abstandsverhältnis o gegeben, so hat der Pol A, der 
Fußpunktkurve die Koordinaten: 


N a 


Pr 

BOT 1 d, — 04 gr‘ 2 
HOHER 1-0 ve b 

| U A OLE SS nee 


ı) Vgl. L. Vietoris, a.a. O. 
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$ 4. Die Hauptebene der rationalen Raumkurve 
vierter Ordnung. 


Die Gleichung einer rationalen Raumkurve vierter Ordnung, 
wie sie z. B. in der Gleichung der Kurve Ri a ist, laßt 
sich homogen in der Form schreiben: 


AP (#1, #3) + Ay, 9) 0, | 


wobei @(%,,%,) und y(x,,%,) Formen dritten Grades sind. Zu 
diesen Formen läßt sich eine biquadratische Form @ (x, , x,) finden, 
sodaß (x, , x,) und y(#, , *%,) sich als die ersten Ableitungen nach x, 
resp. x, darstellen lassen. Die Gleichung der rationalen Raum- 
kurve erscheint dann in der Gestalt: 


[4 


ee ae 


ne 


Nun wird durch %,4,— 2,4, =0 eine Ebene von folgender Be- 
schaffenheit bestimmt: Nimmt man auf dem von der Ebene 
ausgeschnittenen Kegelschnitt einen Punkt und bestimmt zu ihm 
auf der durchgehenden Erzeugenden A die erste Polare bezüglich 
des Punktequadrupels, welches die vier Erzeugenden &(z, , %,) = 0 
auf A ausschneiden, so sind diese drei Punkte auf der Raumkurve 
vierter Ordnung zweiter Art gelegen. Diese Ebene heißt die 
Hauptebene der Kurve!). 
* Welche Beziehung besteht nun zwischen der Hauptebene 
und dem Pol einer Fußpunktkurve? 

Es sei die biquadratische Form: 


o (x) = Axt+4Br°+6 0x’+4Dx+E 
ax +ß I 1d—-B 
Va+d oder *TTyıte' 
In Punktkoordinaten ist deren Gleichung: 


gegeben, sowie die beliebige Ebene = 


+ (+0) Y+HW+B—t+s—a—0. 


1) Vgl. Rohn, Leipziger Berichte 1890, p. 210. 


Zu jedem Punkt des in dieser-Ebene gelegenen Kegeelschnittes 
bilden wir die erste Polare bezüglich der biquadratischen Form 
und erhalten: 


(48—ß) [Ax®+3 Bx?+3 0x +D] 
| +(-yA+o)[Bx’+3 C»’+3 Dx+E]=0 


oder 


1[(6A—yB)x?+3(6B—-yC)x?+3(60-yD)z»+6D-yE] 
+(aB—Pß4A)x?+3 (a C—BßB)x?+3(aD—-BC)x+aE—BD=0. 


Diese Kurve soll mit der Kurve Ai übereinstimmen. Die 
Koeffizientenvergleichung: liefert nun: 


o6A—yB=p=ua?+cH, 
1 
öB—y (=9=-7(%, +62), 
Ko yD=r=-(@ b?+c?—a?—2by,), 
öD-yE=3g'—=ax, — Ci, 


aB—BA=—=3g, 

a0-BB=r—— (8 b?+c— a? +2by,); 
aD—-pC=g', 

aE—-$D=—p. 


Daraus folgt weiter: 


oA—yB=.Df-aE= a?+c?, 
3(6B—-yC)=aB—-PA=ax,+ c2,, 
o6D-yE=3 (aD—-BE)= ax, —Cz,, 
60—-yD-a C+BB= (8 b>+c2—a?), i 


Für die Koeffizienten der biquadratischen Form ergibt sich daraus: 


1.9 oe 

RL 0 2) 0 ß Bun a? + .c? 
A:B:C:D:E:—-1= PRIZE N) 0 0 
0 20 aa 0 


0 RER ii S(@b2+2-@9) 


TE 


Ist die Hauptebene gegeben, so sind demnach auch die Koeffi- 
zienten der biquadratischen Form bestimmt. Zu einer Haupt- 
ebene gibt es also auch nur eine rationale Raumkurve vierter 
Ordnung, welche durch die vier unendlich fernen Kreispunkte 
geht. Da es zu einer Kurve auch wieder nur einen Punkt P, 
gibt, dessen Fußpunktkurve sie ist, so muß eine eindeutige Be- 
ziehung zwischen den Koordinaten des Punktes und der Haupt- 
ebene bestehen. Bezeichnet man mit A die Determinante aö— By, 
so erhält man für die Koeffizienten der biquadratischen Form 
auch die folgenden Beziehungen: 


AA=pa+3gy, AB=3qgö5+pß, AB=ga-+r'y, 
AC=gp-+r’ö, AC=ra+tg'y, AD=g'ö-+rß, 
AD=3g'a-py, AE=3g'ß—yÖ. 


Aus der doppelten Darstellung von B, 0 und D on. die 


Gleichungen: 
f ga—-pß-+r'y—3g6=0, 


ra—yß+qa'y—-r'ö=0, 
 3gra—rd—py—g'ö=0. 
Diese Gleichungen sind homogen in den Koordinaten des, 
Punktes P, wie in a, ß, y, öd. Es lassen sich mit ihrer Hilfe 
leicht die einen dieser Größen durch die anderen ausdrücken. 
Zunächst ist: . 
BIS Rar,.5 90 
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oder ee 


e(y—Pp) = ar, ("a +b’yn— cz) — 3 bey,2, (b?+c}) 
+ax,(25?+c?—a?) (2c?+a?+b°), 
o(a+d)—=by, (+ y— ce) + 3 acH,2,(@® + ec?) 
+by, = a? +c?—b?)(2c?+a? + 0°), 
oy+ß)=e2, (az +b’y, 22), +3 abx,Y, (a?— b?) 
— (2, Br b?+c?—a?) (2a? + c?— 0°), 
20(6—a) = a’z3(20°+c?—b?)+b’y(2b°+c?— a?) +c"2,(2c?+a?+b°) 
+ (2a? + ce? —b?) (265° + c?—a?) (2c?+a?+b°). 


\ 
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Sind die Koordinaten der Hauptebene willkürlich gegeben, 
so bestimmen diese Gleichungen drei Flächen dritter Ordnung. 
Diese haben in der unendlich fernen Ebene den Kegelschnitt 
a?z? + b?y?— c?z?=0 gemeinsam. Je zwei der Flächen schneiden 
sich noch in einer Kurve siebenter Ordnung. Diese wird von 
der dritten Fläche in 21 Punkten geschnitten, von denen sechs 
auf dem Kegelschnitt im Unendlichen liegen. Die übrigen 
15 Punkte sind bis auf einen von der Wahl der Ebenenkoordi- 
naten unabhängig. Die drei Flächen gehen nämlich durch die 
acht festen Punkte: 


a4, Suyen, | e—=—(; 
—=A4, a en ; 


wenn gesetzt wird: 
1.,.4A=t(b?+ 0), B=t(a?’+c?), 
I | C=a?’—b?; | 
2. A—=Y (a +0) (a°—D°), B=iy(b’+c°) (a9), 
C-ÄYBF FEN, 
und durch die sechs Punkte: 
er eur 224 (20 +5) (2° + 2-0) 0; 
rd, 2—V. ya + IHR +a +0; 
TER z—=h, ax? +(25°+c—a?)(2c?+a? +) —0. | 


Es bleibt daher nur ein frei beweglicher Schnittpunkt der drei 
Flächen übrig. Dieser Punkt ist der gesuchte Punkt P,. Seine 
Koordinaten ergeben sich wie folgt: 


Setzt man | 9 
et 2 a". 
s—=.(25 +.c?—.a?), t 3 by, 
so ist: 
mar ey De 
gets et y ö—a —s(a+6) 


0 3a—ö ß py+sß 


Daraus folgt: 


2ax, N=6 (b? +02) (6—a)(d-+a)(ß +7) 
+4 (20? + 0-29) (6-a)? y—-P)—(Y—P) 8, 


2 RL —6 (a +0?) (dö-a) (y—-P)(y +) 
+4(2 5° + 0?—a?) (d—a)’(ö+a)—(d+a) 8, 


202, N=—6 (a?—b?)(6ö—a) (ö-+a)(y—ß) 
—4(2c+a?+52) (d-a)?(y+B)-(y+P)S, 


wobei 
S=(2a°+ 0-63) (vB)? + (20° + 0°—a2) (ö+ 0)? 
+2 +a +0) (y+ BP, 


EL a Zn 


$ 5. Die Parametergleichung der sechs Normalenfußpunkte. 


Die rationale Raumkurve vierter Ordnung werde von einer 
Kugel geschnitten, welche den gegebenen Punkt P, zum Mittel- 
punkt hat. Man erhält acht Schnittpunkte, vier davon sind 
offenbar die vier unendlich fernen Kurvenpunkte. Die Gleichung 
der übrigen vier ergibt sich folgendermaßen: Es werden die 
Erzeugenden gesucht, welche die Kugel 


2) +Y-y+@-a)-r—0 


berühren. Da P(z, y,z) auf dem Hyperboloid liegt, so folgt für 
die Schnittpunkte der Erzeugenden x mit der Kugel: 
[a @a+ 1) 2% ++ @—A) + YA]? 


| +[e AD) - 2, @+AP—-r?@+M?=0 
oder 


12 [2° (a +0) —2x(am, + cz) +b(b-Y)t&t+tY +2 —r) 
+(@® +09) —- 2x (a, —e2) +2 (+, + +Nn+%—r) 
+ 2x Al-r(am, +02) (a -c2) tr + +y+2—2r)=0. 


N 


Soll die Erzeugende x die Kugel berühren, so muß die Discrimi- 
nante dieser quadratischen Gleichung verschwinden. Diese ist: 


»*+[b? (a? +) — (ax, + c2,)°+2 by, (a? + c?) + (a? +c?) (+ Yy+&-r”)] 
+43 [- ax, (b?+ 0?) + cz, (a?-b?) - by, (ax, + c2,)] 

+2?[a?(b?+ + (a) 2 year ed+2b°+-a) (u +Y+z—r?)] 
au ag (bir N 


+ b?(a?+ 02) - (ax, - 2)” 2by,(a?+e?) + (a?+c?) (d+y+z-r)]=0- 


Setzt man: - 
Py=—cH? (+Y)+ 2 b2,% +c(b—-Y,); 
y=r? (0%, —42,)— 200% 40%, +42, 
Zar +Yy)—2d%,r + alb—yY,), 


f=a@’—]), h=2bx, g=eck’+1), 
so erhält man die Gleichung des Punktequadrupels in der Form: 
FerGep ty Te 


Die konzentrische Kugelschar mit dem Mittelpunkt P, schneidet 
also auf der rationalen Raumkurve vierter Ordnung ein Büschel 
von Punktquadrupeln aus. Die Bedeutung der Funktionen f, 9 
und h ist schon bekannt; sie sind proportional zu den Richtungs- 
cosinus der Erzeugenden x. Hingegen sind 9, y und x pro- 
portional zu den Richtungscosinus der Ebene, die durch P, und 
die Erzeugende x gelegt werden kann. 


Das Büschel der Punktequadrupel auf der Raumkurve 
vierter Ordnung: besitzt sechs Doppelelemente, welche die Fuß- 
punkte der sechs Normalen von P, auf das Hyperboloid sind. 
Die Gleichung dieser sechs Fußpunkte ist die Funktionaldeter- 
minante irgend zweier Quadrupelgleichungen, z. B. der Quadrupel, 
welche die Nullkugel resp. die unendlich ferne Ebene ausschneiden, 
also der Formen: | 


DR 


o+yy—=0 und P+g®+h=0. 


Se 


Die gesuchte Gleichung ist: 

(a? +?) [ax, (b?+c+by,)- cz, (@®-5b?-by,)] 

+2» [-a?x, (b? + 2) + 0225 (a?-b?) -ac,2, (2b?’+c?-a?) + b?y)(a?+c?) 
+ by, (a? +2) (2 b5?+ e2—a?) — (a? + c2) (b? + c?) (a?—b2)] 

+ 2° 10%, (0° + c*) [4 (@ 5°) +a® +2] + cz, (a?—b?) [A (d’+c)+a?+c?] 
— abx,y, 4 (b? + ec) + (a? + c2)] + bey,2, [4 (a0?) + a? + e2]} 

+4 x?[a?’+c2] [dy, (a +) -acz,2,] 

x” 1-[ax, (B?+ 02) + bey,2,] [4 (a? - 5°) + a? + e2] 

+ lea, (5) abo yo] 4 (d’+ ec) +a®+e?]} 

+22 [ax (+) - 2 (a -b2)-aca,z, (2b°+c-a) by, (a? +c) 
+ by, (a? + ce?) (2 6° + c?-a?) + (a?+ c?) (b? + c?) (a? b2)] 

+ (a? + e?) [-ax, (b? + &—-by,)—cz, (a—-b?+by,))—=®0. 

Die Kenntnis der Funktionen o, y und y, sowie f, g, h gestattet 

es, die Gleichung des Projektionskegels der Raumkurve vierter 

Ordnung aus dem Punkte P, herzuleiten. Der Kurvenpunkt auf 

der Erzeugenden x wird projiziert durch die Schnittgerade 

zweier Ebenen durch P,, die man durch die Erzeugende « und 

senkrecht zu dieser legen kann. Deren Gleichungen sind; 

&—-%)P+YW—-Y)y+@—2)x I, 
@-2)f+(y-Y)h+l@—-2)9=)0. 
Die Elimination von x äus den beiden ‘Gleichungen ee die 
Gleichung: des Projektionskegels: 


2 2, (WW + ee) m WW) tn ea) 
Te 

He [u ea He un) ea) tn ee) 
el en 


a |2, (aa) + WW) -e-2) In 2) + WW) 
N a) a-w|=0 


BR 3 et 


oder 


BER roch, - au), 


wobei‘ K,—=0; R,—=0, R,—0 die Gleichungen dreier Kegel 
zweiten Grades sind. Es ist aber: 


KR&-)+BKW-WIrRBR-)=0: 


d.h. die drei Kegel haben drei gemeinsame Mantellinien. Diese 
sind daher die drei Doppelgeraden des Projektionskegels vierter 
Ordnung und Doppelsekanten der Raumkurve vierter Ordnung 
aus dem Punkte P,. | 


$ 6. Vier Punkte einer Fläche zweiten Grades, deren 
zugehörige Normalen sich in einem Punkte schneiden. 


Die Punkte einer Fläche zweiten Grades ordnen sich derart 
zu Sextupeln an, daß die Flächennormalen in den Punkten eines 
Sextupels sich in einem Punkte schneiden. Wieviel Punkte einer 
Fläche zweiten Grades kann man willkürlich wählen, wenn die 
zugehörigen Normalen sich in einem Punkte schneiden sollen? 

Es seien zunächst drei Punkte P,, P,, P, willkürlich gegeben, 
sowie ein beliebiger Punkt P, als Schnittpunkt der zugehörigen 
Flächennormalen. Die Fläche zweiten Grades und die Tangential- 
ebenen in den Punkten P,, P,, P, schneiden die Ebene der drei 
Punkte in einem Kegelschnitt und einem diesem umbeschriebenen 
Dreieck Q, Q,Q,. Nimmt man diese Ebene zur xy-Ebene, so 
wird die Gleichung der Geraden: | 


GL EL: a) Ru) + Y-Y) Yo -y)—d, - 

0,9 PP: @-2,) o-%)+ Y-Y) y-y)=d: 

1 PP :(@-%,) (3) + Y-%) n-Y)— 0. 
Daraus folgt als Gleichung der Geraden P,Q.: 


(0—-%,) (&-,) Zr (Y-%Y,) (Yo =) 7 (z, —%g) (2, —%,) ar (Yı —y)Y-) 
(© -2,) (& -%;) + (Yy-Y) (Yo—Ys) (% —%,)(&-%) + (Yı-%Ys) (Yo—Ys) 


sa 


“ Die Gleichungen der Geraden P,Q, und P,Q, ergeben sich 
durch zyklische Vertauschung der Indizes. Setzt man: 
91 WR —%,) + (Y-%,) Vi, 
2.) 9) + Y—Yı) Vi, 
5, WM) -%) + Y—Y)%, 


und multipliziert.die Gleichungen der drei Geraden miteinander, 


2,0 80) Ar 

oder 1m) HL %0)-%() %(0)—-4,(l) 

2 9,(0) 9,(0) 9, (0)-9, (0) 4, (0) [Q, (2) + 4, (1)]-q, (0) 9,(0) [)-9,(0)9,(0) |] 
+4), 1),(2) +8) 9, (1)] + 9, (0) E a 9,(0) |] 


-41),2)H. I) -,.9) EB), N). 


Der Punkt P, liegt daher auf einer Zylinderfläche dritter Ordnung, 
_ die senkrecht zur Ebene PP 


3 


ist. 


Figur 2. 


Die Basiskurve des Zylinders in der Ebene durch P,,P,,P; 
geht durch diese Punkte selbst, wie sich aus ihrer Gleichung 
ergibt. Weitere Punkte der Basiskurve ergeben sich aus 
folgender Eigenschaft ihrer Punkte. Da das Dreieck P P,P, 
einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, und das Dreieck Q, Q, Q, 
diesem umgeschrieben sein soll, so müssen sich die Verbindung's- 
 linien P;Q;@==1, 2, 3) in einem Punkte schneiden (siehe Figur 1). 
Pahner, 3 


. 


ar Re 


Dies ist HnkbE anderem der Fall, wenn das Dreieck Q, Q, Q 
folgende Lagen einnimmt: 

1. Die Seiten des Dreiecks Q, Q, Q, sind den Seiten des Drei- 
ecks P,P,P, parallel. Die Projektion v@n P, auf die Drei- 
ecksebene ist der Höhenschnittpunkt dieses Dreiecks (4). 

2. Die Seiten von Q, Q, Q, sind Tangenten des Umkreises von 
P,P,P,. Die Projektion von P, ist dessen Mittelpunkt (M). 

3. Das Dreieck Q,Q,Q, wii von drei Winkelhalbierenden, 
drei äußeren oder zwei inneren und einer äußeren, des 
Dreiecks P,P,P, gebildet. Die Projektion von P, ist Mittel- 
punkt des Inkreises oder der Ankreise (W,, W,, W,, W,). 

4. Zwei Seiten des Dreiecks (Q, Q, Q, fallen mit Seiten des Drei- 
ecks PA P,P, zusammen. Die Projektion von P, ist einer der 
drei Punkte, in denen sich paarweise die Loöte in den End- 
punkten der Seiten AP, PL, P,£, schneidenN,, 3,27 

- Die Asymptoten der Kurve dritter Ordnung sind die 
/Mittelsenkrechten der Seiten des Dreiecks P,P,P,. 


Es seien nun vier Punkte P,, P,, P,, Pr gegeben. Durch sie 
soll eine Fläche zweiten Grades gelegt werden, deren Normalen 
“sich in dem nämlichen Punkte P,. schneiden. Die zugehörigen 
Tangentialebenen haben die Gleichungen: 


T;(ey2) = 9 = (2) (0) + y-Y) u -Y) + @-2) (2) 
123 


Legt man die, Ebenen 7, —x7T,=0, IT, —=0, Turn=0 


bezw. durch P,, P, und P,,so folgt aus dem oben Gesagten, 


daß sie einem Büschel angehören; also muß #Au=1 sein. Die 


Gleichungen der Ebenen sind: 
[931 (0) — 9 (1) — % [35 (0) — 9 (2)] =, 
[dı2 (0) 91a (2)] —4 [93 (0) — is (3)] = 0, 
[923 (0) — 93: (1 — 2. [991 (0) — Qu ] =, 
wenn gesetzt wird: 
Irı(t) = (er— &ı) zi + (yR— Yı) Yıt+ (&r— 21) 2i. 
P, liegt also auf der Fläche: 
[9 (0) 4, 1)) (0) 45 (2)) [935 ()— 25 (3)] 


— [92 (0) 932] [9:3(0)— 915 (8)] [91 (0) 91 (M] En 


TER TEL 


Nach obigem ist das die. Gleichung einer Zylinderfläche dritter 
Ordnung, deren Mantellinien auf der Ebene P,P,P, senkrecht 
stehen; ihre Basiskurve in dieser Ebene hat die schon er- 
wähnten Eigenschaften. 

Den vier Seiten des Tetraeders P,P,P,P, entsprechend 
ergeben sich so vier Zylinderflächen dritter Ordnung; ihre 
gemeinsamen Schnittpunkte sind die gesuchten Punkte P,. Wir 
gehen von den Gleichungen der vier Flächen aus: 


Il. (9:(0)-9:(3)] [9,49] (0) 9, (2)] ; 
— [93 (0) 93 2)) [u )- u) a), d] = 0, 


2. 4:99, 8)] a. 94V) 4,0) — 4, (4)] 
— [93,9 1) a, 44H] us) 4:8] = 9, 
IT [9,.(0)—9:(2)] [a,,(0) 924 (4)] [au ()— 4,2) Br 
— [9 (9) 9, VI.) 4:2] 1, 4.9] = 0, 


IV. (9a (0)— 915 (2)] [955 (0) — 93 (3)] [Qzı (0) — 43, 1)] 
| [9 9), Va) 0,2) [r:)—- 4,3) = 0, 


und betrachten zunächst den Schnitt der drei ersten Flächen. 
Ihre 27 Schnittpunkte verteilen sich wie folgt. Es gehören zu 
ihnen der Punkt P,, ebenso der. Schnittpunkt der Ebenen, die 
auf PP; (i=1, 2, 3) bezw. in den Punkten P; senkrecht stehen; 
denn dieser Punkt ist der Schnittpunkt von 94(0) — qui) = 0 
(!=1,2,3). Diese beiden Punkte gehören der vierten Fläche 
nicht an. Der unendlich ferne Punkt auf der Normalen von 
u RL, 220 4,(0)-0, 4,0)=05.0,,10) 0, istrdreifacher 
Punkt als Scheitel der dritten Zylinderfläche, dagegen einfacher 
Punkt der anderen; er zählt daher als Schnitt der drei ersten 
Flächen mindestens dreifach. Gleiches gilt für die unendlich fernen 
Punkte auf den Normalen von P,P,P, und P,P,P,. Diese Punkte 
gehören auch der letzten Fläche an; ihre zugehörigen Flächen 
zweiten Grades zerfallen in zwei parallele Ebenen, z.B. in P PP, 
und die Parallelebene durch P,. Die drei ersten Flächen haben auch 
den unendlich fernen Punkt auf der Normalen von P,P,P, gemein, 
der auch der letzten Fläche als dreifacher Punkt angehört. 
Die mittelsenkrechte Ebene zu PP: 

9,0), 4) =) 4: (2) 

2 ar 


— 356 — er 


berührt die erste Zylinderfläche im Unendlichen; ebenso berührt 
die mittelsenkrechte Ebene zu P,FP, die zweite Zylinderfläche 
im Unendlichen. Die Schnittgerade dieser Ebenen tangiert daher 
die Schnittkurve beider Zylinderflächen im Unendlichen. Diese 
Schnittgerade gehört zugleich der dritten Fläche an; jene Schnitt- 
kurve hat daher mit der dritten Zylinderfläche in ihrem unendlich 
fernen dreifachen Punkt vier Punkte gemein, da sie daselbst eine 
Mantellinie der letzteren berührt. Die mittelsenkrechten Ebenen 
zu P,P,, P,P, und PP, schneiden sich in einer Geraden; diese 
ist nach obigem Asymptote der ersten drei Zylinderflächen, die 
demnach zwei Punkte an der betreffenden unendlich fernen Stelle 
gemeinsam haben. 

Von den 27 Schnittpunkten der ersten drei Flächen gehen 
daher 1-1-+3-.4+2—=16 ab, die nicht auf der vierten Fläche 
liegen oder keine eigentliche Fläche zweiten Grades liefern. Von 
den elf übrigen Punkten gehen drei weitere ab, die auf der 
gemeinsamen Normalen je zweier Gegenkanten des Tetraeders 
unendlich fern liegen. Die diesen zugehörigen Flächen zweiten 
Grades sind Paare von Parallelebenen durch die Gegenkanten. 

Die acht übrigen Schnittpunkte der drei ersten Flächen 
müssen aber auch auf der vierten liegen. Sei & ein Punkt, 
welcher den drei ersten Flächen angehört. Verbindet man $ mit 
Pi» Pas Fr, Du 80 .gibt es drei" Kegelsehnitte Aurchh a Par 
P, Es BP. P,, P, resp., welche diese_ Verbindungslinien 
senkrecht schneiden. Da sich diese Kegelschnitte paarweise 
schneiden, so läßt sich durch sie eine Fläche zweiten Grades 
legen, welche auch $P, zur Normalen hat. | 

Es gibt somit acht Flächen zweiten Grades durch P,, P,, 
P,, P,, deren Normalen sich in einem Punkte schneiden; zu ihnen _ 
gehört auch die Kugel durch diese vier Punkte. ; 

Schreibt man die Gleichungen der Zylinder geordnet nach 
Potenzen von’&,, Y, 2,80 Tolgt: 


I= 29,(0) 9,0) 4) -%3(0) 94(0) 1. 2) +, 9) - 
+9) 1,4) 2) +) AH: 
— 93) 9, 22) + 932) 4:8) a, HI, 
I = 29,(0)9,(0) 9,()—-43(0) 4. (0) [9,4 + ga, — iR 
+, NA AYLUYIEE FF 
49,8) (1) 4 (Hd + 91 (1) 44) Qus 8) = 


| EN RE 
Die Differenz liefert für die kubischen Glieder: 


LI 29,011450)4, (0)—9,, (0) g,, (0)] 


= 29,(9) 9:(0 1940) + 9;(0)]- 
Entsprechend ist: 


IV -I = 24,0) 94(0) [9,(0) + 913 (0)]- 


I— nam IV 0 stellt daher eine Fläche zweiten Grades dar, 
welche die acht soeben bestimmten Punkte enthält. 

Nach den obigen Betrachtungen ist es nicht möglich, mehr 
als vier Punkte willkürlich anzunehmen, sodaß die Normalen 
einer durch sie gelegten Fläche zweiten Grades sich in einem 
Punkte schneiden. 


$ 7. Die Punktetripel auf einem Kegel zweiten Grades, deren 
Normalen sich in einem Punkte schneiden. 


Es sei die Gleichung eines Kegels zweiten Grades gegeben: 
El? a 
Dia mern 
Für seine Punkte gilt dann die Parameterdarstellung: 
= ua(x?’—]), | y=ub2x, z=uc(r’+1). 


Der Kegel werde von der Ebene ur +vy+-wz+1=0 ge- 
schnitten. Ein Punkt des Kegelschnittes ist dann dargestellt durch: 


222: EA —1):2bx:c(@r+1) :— rau + cw)—2bvx +au—cw. 


Ein Punkt auf der Normalen des. Punktes rk Aue Kegels hat 
die Koordinaten: 
a?+o ER, ga 0 


RE . UUY TEE b? ) —=2 


Nimmt man die Normale in einem Punkte P, hinzu, so schneiden 
sich beide Normalen, wenn die Punkte P,, P, und je ein Punkt 
auf den Normalen in einer Ebene liegen, d. h. wenn die Deter- 
minante verschwindet: 


Xg Ya Zq 

ENT IE N ION 

a? b? ce? ä 
® 

BEE RENLE 

a? b? c? 


Da P,.und P, auf dem Kegelschnitt liegen, so folgt: 
a —1) 52x, ar + yes 
abe 1). bi ba FI) I, Een 
—1 x, —#+D) 0 
o—1 Rs —(5+1) 0 
N;=—»;(au = cw)—2bvr; Hau—cw. 
Subtrahiertt man die zweite Zeile von der ersten und die 
vierte Zeile von der dritten, multipliziert dann die erste und 
dritte Zeile mit x3, die zweite und vierte mit x?, und subtrahiert, 
so erhält man nach Abtrennung’ des Faktors x,—x%;: 
a2, +x,) 5? (a, +) (au+cw( +x%,)+2bv | 
+ % 1 — (21,4%) 0 Au 
ara, +%,) -b’r,x, —C(#, +%,) —26v%,%,+(au-cw)(x, +%,) 
Ka N THiH, He Hs | 0 | 
Nach einer weiteren leicht ersichtlichen Umformung ergibt sich: 
(1—-x723)bv(a +02) +x,%,(%, +%,)[a#(b?+ c)—ew(a2—b3)] 
+(2, +2) [eu(b?+ ec?) + cew(a?- 9) —0.. 
Diese zweizweideutige Zuordnung schreiben wir in der Form: 
a4 Pr +) trat) +0; 
REN B— aulb? He) —cwia u), 
y=au(lb?’+c)-+cw(a’—b?), s=bv(a + c)—=—a. 


Welche Lage muß nun die Schnittebene des Kegels einnehmen, 
damit es auf der Schnittkurve ein Punktetripel der Art gibt, 


® 


ve 


a 


daß ihre Normalen sich in einem Punkte schneiden? Je zwäi 
der drei Parameter müssen dann der zweizweideutigen Beziehung 
genügen. Sind die symmetrischen Funktionen: 

sent tr) KHK tt N“, ee 


so gelten die Gleichungen: 


0, Ps, —=d, | 
PE—-I—0, 
as, —y=0. 


Daraus folgt aber die Beziehung: 
| ad y=0, 
oder durch Ensslin der Werte von a, ß, y,.ö: 
a?u?(b? + 2)? + b2v?(at+ e2)?— dw?! (ar bN—0N). 
Berührt die Ebene ve +vy-+ wz 6 diesen Kegelschnitt in 
der unendlich fernen Ebene, so gibt es auf der Schnittkurve 


Punktetripel, deren zugehörige Normalen sich in einem Punkte 
schneiden. Die Parameter der drei Punkte ergeben sich aus 


der kubischen Gleichung: 


| 35,27 +,x—,—0. 
Mit Hilfe der obigen Gleichungen läßt sie sich schreiben: 
as? —y—s,(ax’+Pxr)=0. 


Faßt man s, als Parameter auf, so sieht man, daß es auf dem, 
ebenen Schnitt des Kegels ein Büschel von Punktetripeln gibt, 
deren Normalen sich _in einem Punkte schneiden. Die Fläche, 
welche von der Gesamtheit der Normalen in den Punkten des 
ebenen Schnittes gebildet wird, ist von der vierten Ordnung. 
‚Die auf ihr liegende dreifach zählende Schnittkurve der Normalen 
muß eine Gerade sein. 

Die Parametergleiehung nimmt durch Einsetzen der Werte 
der Koeffiztenten die Gestalt an: 


»®bv (a?+c?)+au(b?+c?) + ew(a?—b?) 
— 8,# [bv (a? + c?) z—au (b?+e) + cew(a?—bY)]—=0. 


ı\ Ygl. Rohn, Leipziger Berichte 1918, p. 60. - 


AN 
Das Produkt der drei Wurzeln hat den konstanten Wert: 


| au(b’+e) + cw (a? — 9) 
1 bir) 


Ein solches Punktetripel wird gebildet von: 
en | er au(b?+ 6) cw (a —b?). I) 


Re N Rn. 
A A a va) 


Der Schnittpunkt der zugehörigen Normalen liegt in der 

Ebene y=0. Die Mantellinie «—=0 schneidet die Ebene (uvw) 
, En 

au—cw 


in = 


c . . . 


x 4 
y=, er 


Die Mantellinie x = oo schneidet die Ebene (uvw) in = ee ’ 
y=0, z=-—— 7; ihre Gleichung ist: 
au+cw 
Dun 
—() s —_—————( 
y USE 


a C | 
Eee a 
a(w+ en] e(? en, I 


und 
c 
ler + elta) = Ar 
Sie schneiden sich im Punkte: 
ER 2 2 $) 2 
EURE 0) Re w(a? + c?) 


"au? — erw? ’ a2 u2.— erw? ' 


Ei e REN. 
in zweites Tripel ergibt sich aus s, ee = 
a “ ? 
„= l, u = L& u = ” 


Sein Scheitel ne in der Ebene z=0. Die Erzeugende" ,—1 
schneidet die Ebene (uwvw) im Punkte: 
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die Erzeugende ist: 
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Die Erzeugende —=—1 hat die Gleichung: 
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und schneidet die Ebene (uvw) im Punkte: 
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Die Normalen in diesen Punkten sind: 
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und 


ihr Schnittpunkt hat die Koordinaten: 
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Ein drittes Tripel ergibt sich aus. nn: 
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Ar yu=-—1l, na. 
Die Erzeugende »7 hat die Gleichung: 
0, 2—0 
"und schneidet die Ebene (uvw) im Punkte: 
en = a, ae zn, 
| -au— biv au — biv 
z gie Erzeugende «—=—ı hat die Gleichung: 
24 =0, 20. 
Sie schneidet die Ebene im Punkte: 
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Demnach haben die bezüglichen Normalen die Gleichungen: 
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Ihr Schnittpunkt hat die Koordinaten: | 


— u(a?—D?) v(a?—b?) 
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Ein viertes Iripel ergibt sich für die Wurzeln der Gleichung 
ar —y=0. Mr 

Wie schon erwähnt, liegen die Scheitel aller dieser Normalen- 
tripel auf einer Geraden. Sie ist die Verbindungslinie der Punkte: 


—u(a?+ c?) w(a?+ c?) 
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Für ihre Richtungscosinus gilt: 
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Die Ebene +3 +,—0 schneidet aus dem Kegel die Mantel- 
linien aus: | 
. ev? — bu? ; : aw — @u? Go bEur + a? v? 
e2 -- b2 £ a? 2 e? 3 b?— a? 
und 
x:y:2=ua(b?+c) : vb?’ (@+0?): —we? (a?—b?). 
Die Tangentialebene längs der letzteren Mantellinie hat die 
Gleichung: 
cu (b?+c%)--yv (a? + ce?) + zw (a’—b?) —0. 


Auf ihr steht die Ebene + 2 + - —0 senkrecht. Fällt man also 


von den Punkten der dreifachen Geraden die vier Normalen auf 
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den Kegel, so liegen immer drei der Fußpunkte auf dem Kegel- 
schnitt, der vierte aber auf dieser Mantellinie. 

Die dreifache Gerade ist einer Normalen des Kegels 
parallel, oder sie ist einer Mantellinie des Normalenkegels 
a?z?+b?y?—c?z?—=0 parallel, 

Die Ebene ++, 0 schneidet nämlich den Normalen- 
kegel in der Mantellinie: 

2:y:2=ulb’+c):— v(a? + c?): w(a?—b?) 
und in einer Mantellinie, die zur dreifachen Geraden parallel ist. 
Bezeichnet man die Koordinaten der Ebene ++ —0 mit 
u', v', w', so gilt die Relation: 
uU VWUÜ WW‘. 

Durch die vier Normalenfußpunkte wird eine Anzahl von 
Ebenen bestimmt, die in einfachen Beziehungen zu einander stehen, 
wie hier gezeigt wird. 

* Die Fußpunkte der Normalen vom Punkte P, aus an den 
Kegel liegen auf der Kurve dritter Ordnung: 
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Die Parameter der Fußpunkte Be aus der Gleichung: 
3 b?y5 22, 

Wr tr ee 

= (a + By; — 2) (0-01)(e— 2) (e- 95) (e=,)- 

aber ist 2 D.: 

P (a) = (az? + b°yo’—0*20°) (a? +01) (a? +05) (a? +9,) (a?+ 0,) 

= 0x2, (a — ba?’ + c9)*. 
Legt man nun die Ebene durch die drei Fußpunkte o,, 0,, 0,, SO 
ergeben sich für die Koordinaten dieser Ebene: 
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Bildet man nun die Gleichung der Normalebene längs der 
Mantellinie nach dem Punkte o,, so folgen für deren Koordinaten: 
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oder es ist: vu = vv — ww", 


was mit den früheren Resultaten übereinstimmt. 
Die Richtungscosinus der Be use der Fußpunkte 
P, und P, verhalten sich wie: 
a’: ß' H ylm a’, By en 
ie @+o)@+0) Bre)(+o) (d-e) 0) ' 
Bildet man entsprechend das Verhältnis der Richtungscosinus der 
Geraden P,P, a":ß":y", so» ergibt sich für die Produkte: 
at, .a’(a? x, ” b?ys— e227) 
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Damit erhält man: 
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sowie: 
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d.h. aber: Die Gegenkanten des Fußpunkttetraeders sind zu- £ 


einander konjugiert bezüglich der Flächen: 
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und 
a? (b? 4-2) » (a? + c2) w c? (a?— 0?) PER 


Die Mantellinie durch die Fußpunkteo, und o, liegen in der Ebene: 
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oder es sind ihre Koordinaten: 


auge 
a er 
a 
und analog u,,: %,,:W,, | 
Daraus folgt: us 
Un Ups ea ee Pe BEE 
oder: 
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Die Koordinaten der Ebene durch die Punkte Behr ver 
‚halten sich wie: 
a? + e2 
0 
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Bildet man entsprechend das Verhältnis gg, : Wogs : Wogg, SO 


erhält man: 
Uoı2 Uoss __ Voı2 Voza __ Woıg Wos4 
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Vita. 
Ich, Heinrich Pahner, evangelisch-lutherischer Konfession, 
wurde am 2. Dezember 1890 als ältester Sohn des Schuldirektors 
Dr. phil. Richard Pahner in  Leipzig-Gohlis geboren. Von 


Ostern 1897 bis Ostern 1901 besuchte ich die IV. höhere Bürger- 


schule und darauf bis Ostern 1910 das König Albert-Gymnasium 
meiner Vaterstadt. Nach bestandener Reifeprüfung widmete 
ich mich dem Studium‘ der Mathematik und Physik an der 
Universität Leipzig, Vorlesungen hörte ich bei den Herren 
Professoren Barth, Böttger, Bruns, Des Coudres, Freden- 
hagen, Herglotz, Hölder, Jungmann, Koebe, König, 
Lehmann, Liebmann, Rohn, Schaum, Spranger, Wagner, 
Wiener, Wundt. Allen diesen Herren Professoren, besonders 
aber Herrn Geheimrat Prof. Dr. Rohn, bin ich für meine wissen- 


schaftliche Ausbildung zu großem Danke verpflichtet. Am’ 


18. August 1914 -legte ich die Staatsprüfung für das Höhere - 


Schulamt ab. Bei Kriegsausbruch eilte ich als Freiwilliger zu den 
Waffen. Infolge einer schweren Verwundung wurde ich im April 
1917 aus dem Heeresdienste enplassen. An der Oberrealschule und 
am König Albert-Gymnasium/ zu Leipzig legte ich mein Probe- 
jahr ab und bin jetzt an dieser Schule als nichtständiger wissen- 
schaftlicher Hilfslehrer angestellt. | 


er 


Enz 


EA DIEE 


